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1.ま え が き 通 過関 数に対す る考察を行 って きた31475)6そして最 小次




は画像処理技術の発展に伴なって,2次 元離散全域通過 システム理論的表現 と呼んでいる。 この表現の中にはシ
関数が画像の歪み補償用の2次 元ディジタルフィルタの ステムの安定性を 調べるのに用いられるr'yaPUIlov行
設計に用いられている2》6このように 全域通過関数は.1列 方程式が含まれてお り,全域通過関数のシステム理論
次元,2次 元の信号処理において位相等性や群遅延特性 的表現がシステムの安定性 と深 く結びついてい ることを
.
の補償に必要な重要な関数であ る。 示している。 この点に注 目す ると逆に,安 定な行列 とそ
の行列に対するL・yapunov行列方程式の正定解が 与え
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そこで本論文では,議論を離散全域通過関数に限るこ 入 力, グ(k;∈Rは 出 力 でd∈R鮮 η,L∈R醐,`∈Rlxπ,
とに し,Discre吐cScllwarz行列 と呼ばれ る 行 列を用い d∈R であ る。 以後式(3)を簡単に{!坊`d}と 書 くこ




本論文の構成は,ま ず第2章 で 亘次元離散全域通過関
で あ る。ただ し ∬は η次単位行列とす る。 このとき次
数に対するシステム理論的考察の結果について簡単に述
の定理が成立す る。
べ る。第3章 ではDiscreteSchwarz行列につい て紹 介 定理 26,
し,DiscreteSchwarz行列か ら1次 元離 散全 域通過 シス 式(4)のh(z,が1次元離散全域通過関数であ るため








を満足する正則対称行列Pが 一意的に 存在す ることで
2.1次 元離散全域通過関数のシステム理論的表現 あ る。
定理 1の式(5)の意味は次の とお りである。式(5のよ






2.1定 義,定 理 う7」PAA=一dσ!1(6)
定義i i:.わ7P」4η-`、4π-
H(z)を原点および単位円周上に極,』零点を持たない
分母分子が同次の 《の実有理関数 とす る。 との と き'
を得 る。 ここでd≠0か っ{Aう`d}は 最小実現 シ ス














と書かれ るの と等価である。次に式(Dを 状態空間法の 伸(混 一1)%・一÷(・)
立場か ら眺めてみ ると以下のことが言える。 月(ζ)を伝
達関数にもつ任意の最小実現システムを が得 られる。式(ε)はH(z)から得られ る次の二つの伝
達関数
x(k+1)=凶ζ(k)+δ～`(め
♪く差)=・`κ(k)十dr.(k)(3) H(z-1)7=イ ー δT(!1-)767-67ω 一1)z・
曹
{ζ1一(A-1)7}一1(」一三)76T(9)
とす る。ただ しa(k)∈Rπは状態 ベ ク トル,ε`(め∈Rは
(注)式(Dに おいて.班ごり はスカラ関数であるか ら
・《・)・一÷+÷ ・(・・一・+÷ ・→『亀
h(z一')7=H(ζ回1)であ るが,以 後の議論でH(ご 【)z
の 最小実現 システ ムに はN(z)の 最小実現 システ (一1aの.(・o)
ムを転置したシステムを用いるので このように表記 が
しておく。後出の式(23)の転置記号の意味も同様で




られ るので,式(5)を満足す る正則対称行列Fが 存在す 通 過 シス テムを導 くときに,DiscreteSchwarz行列を
ることは,式(9)のH(z'が1次元離散全域運過関数で 用 い ると計算 が簡単に済む。'2xηのDiscrete
Schwarz
あるための十分条件である。 とは次の よ うな行列Anの ことで あ る8!。
さて,こ こで式(5の に注 目す る。式(5の は離 散時間
























一 」1」L一 」1」 π・・畳 一」1」n-2… … ・一 」1」21一」1
列Pは 一意かっ正定値対称行列 となることである。
・一」,言 一 」1卜1一 」81-2・ ・… … 一 ∠」2 一」1





v(伝1,2,…,n)は 任 意 実 数 で あ る。 さらに
定理3の 式(5)を満足するPは 正定値対称行列であるこ .`声 〔レ 」η2,0,0,…,0〕 (16)





ここでは定理1と 定理2に基づき,安 定な行列Aか (蓋一ム2)} (i7)
ら1次元離散全域通過システムを購成す る方 法 を 述べ とお く。・簡単 な 計'算か'ら1あ1≠1(1≦i≦の であれば
る。 (濯・, C)は可 観測であ りLyapun・v・行列 方程式'
A∈・Rη× は正則 かっ安定 な 行 列 とし(A,C)が 可 観
曹
測 とな る ベ クrル 旺Rlxπが 存在す る とす る。・す ると
ムTPη.4πrPn=一`7L7`n (18)
定理2よ り式(5のを満足する正定値対称行列Pが 一一意 が成 立す る。t8]ここで14`KI(1<`<r)であればPπ
的に存在する。次に式(5のと(5のより6を 消去す ると は正定値対称行列となるので定理2より 晦 は安定行列
P=P「ゆ え であ る。
式(13)のDiscreteSchw町z行列か ら1次 元離散全域
ゴ2-1==ゴ2`(Pイ4)一1・P(P11)T-167











こ の と き 伊 ηbnto.dr.}と式(15)の'Pπ に 対 し て は 定




拓 丁∫)π痴=一 ぬ 恥 (216)
称行列 となるので必ず 4η2-1雲助 ηTP。転 (tic)
同く1(璽4) が成 立す る。式(216)と式(20),おぶび(An.`の の可
くであ る。な おAと 式(13)のLは 」 が安定かっ正則 観測性 からdetfir≠0であ る。 従 らて 式(2i)の・{出
イ
であれぽ必ず可制御 とな り,ここで得られる{4bed} 6ηc:: do}とPπ に対 し,式(8)と 同形 の式 が成 立 して
は最小実現システムとなる。 {あ.うπ砺do}は1次 元離散全域通過 システム となる。・.
なお ム は第 πを行を使ろ七各行の第1列 の要素を消
3.DiscreteSchwaτz行列 と1次 元 全域通過システ








detム=(一1)材 。 (22) ている。式(28)をさらに多次元へ拡張す るとその特別な






4.Dis町eseSchwarz行列 と多次元 全域通過 システ xらJ,孟,…)繋`・ κ(f,',k,)
ム ÷ げが'σ,ノ,κ,…) (29)
4.1n次 元全域通過関数の定義
た だ し κσ,ゴ,ゐ, …)は 躍次元状態変数ベク トルで
ここで'は♀・董節の次元離散全域通過関数の定義を拡張








た ない η個の複素数 之εの実有理関 数 とす る。 この とき
…
κ・(ゴ,ゴ,た,…)
H(z、一1ζ、回・… ζバ ・)TH(z,ζ,…ζ。)=1" (23)
また











L.トk・ ト ・・置1ζ。1=1 (24)
κ・σ,∫,忌,…)
■一
響または ω`を角周波数,乃 を標本化周期 として 麗(i,J,k,…)は 入 力 ,ン σ,ゴ,k, …) は出力であ る。,
「 そ し てZ霊 ・,6n,`・, d,,は第3章 の式(15),(16)と式
イFφ 也iTi(1≦t≦r) (25)' (19),(20)で与 えられ る行 列お よびベ ク トルであ る。.式
とお くと 之ε一1=石(一は複素 共役の意味)が っ H(ζ1ζ2… (29)の伝達関数を 頚(」ζ1ζガ 噛'ζπ)と お く と, 式(29)をn
肋)は 実有理関数であるから 次元 之変換することにより
.、
H(z・-之・一旦… 之・一1)=H(《 、《,…く。) (26) H。(之、z,…考。)』 ゐ+`ゐ(f1R一 護 。)うπ' (32)
とな る。 この とき式(23)は式(26)より を得 る。ただし
旧(ζ 、ζ,…ζのi2=1 (27) 11π==d孟ag(z,一'z;一1… ζn-1) (33)
となる。すなわち式(23)は各 石 が式(25)で与 えられ る この とき次のことが言える。
ときH(ζ且《2鱒'《η)の利得 が各hの 角周 波数 ω1に無関係 定理35
に1で あ る ことを示 している。
層式(32)
の 砧(ぐ1之2…加)はr次 元 離散全域通過関 数
4.2n次元離散全域通過関数の状態空間表現 で あ る。
Reosscrは2次元離散 システムのモデル として次の式 証 明
を用いた9'。 すでに述べたように{An品 砺do}に対 しては式(2D
が成立する。さらに式(2Dより(8)式と同形の式
じ:瓢1;〕一[1:1:/=::;:1;]+〔1:N∫) 1Pバ1(痴一りTP。=ム ー δ四`ndo
・㈲ 一色順ll:】一) (28) 即(疏 噴 幽 一÷ 砺
ただ し 炉C,J)∈R脳1は 水平方向状態 ベ ク ト ノレ3κ"
痂(憾 バ童)唱一老 「伽
(i,カ∈RηX正は垂 直方向状態ベ ク トル,～`(f,ゴ)は入 do一ゐ・7(』バ1)T`・T=一1礁 F




h(z,且 之2-S…之バ1)T る:ため の 必 要 十 分 条 件 はDeCarlo,Hurray,Saeks且。コら
=do十 毎 丁(濯パ ー ム 望)一1砺丁 によれば次の とお りである。
=4η 一 ゐπ7(よ4ゼ1)7`η「一 占ηT(1蛋バ1)『 ・
(1)み(芝之…の ‡Olζ1≦ 竃(42)
{11n一(ノ;n-1)T}一1(孟バ1)TAT (35)
および式(29)の逆システムからは (ii)丑(之1之且… ζ㌃)半ok、i=k21=…=1之 司=1
(43)
娠 硫 ・娠γ1一÷+一 器(ム ーAn+
以下 まずk=2と して,1あ ≦1,壼≦i≦2で あれば 条件
士 殉-(一士 毎) (36)・



















一 ・(z・《 )、1・ ㈹
5.DiscreteScLwarz行列 と次元離 散全 域通過関 数
更
五(ζ1ζ2)「.
の 安 定 性 ・ ・
従 って
前章 で式(32)のH轟(之1ζ2…娠)・はn次 元離散全 域通






こ とを証 明 し,『1次元の意味 で安定 なDiscreteSchwarz た だ し 乃 は2×2単 位行 列 であ る。 まず式(45)F'おい
行列は多次元の意味で も安定であることを示す。 てA,は2次DiscreteSchwarz幽 も 行 列 ゆ え『4d〈 且,
5.1定 理 1≦f≦2であれぽ固有値の絶対値は1よ り小である。 従
・
定 理45} って式(45)は
1」4〈1(1≦i≦n`で あ れ ば 式(32)の 葛B(ζ且ζ2…之τL) f,(」ζζ)≠Okl≦1(4.)
酔よbounded一…nput-boundcd-output(BIBO)安定 であ
る 。 とな りk=2に 対 し条件(i)が成 立す る。
証 明 次に式(46)に着 目す ると
始 めにi」`1<1,1≦5≦nであ れば ・臨(加如 一L…z,)
がBIBO安 定 とな るこ とを帰納 法で示 す。 その後,島
義(ζ1ζ2)一侮(婦1>{研 媛 去語1}




と変形 で きる。 ただ し.




とお く。ただ し で あ る。'ここで 明 らか にH1(z,)は1次 の離 散全 域通過
一
!1;己=diag(之㌃「 く産4一!…z,一且) (40) 関 数であ るか ら!ζd=1で(H(z:)1=旦 であ る。 従 っ
て式(48)より14`1≦且,童≦i≦2で あればkll=k21コ
み(之=1之2・●.之二7己),8F(之且ξ2…之の は 都 の 正 の べ き の 多 項 式 1の とき とJ2(メζ二ζ2)≠oなる。す なわち条件(ii)が成 立




(41) あれば 正ち('ζ2ζ1)はBIBO安定で あ る。
次 にk=n-1に 対 して も,14`1<lbl≦`≦n-1で
であ る。式(39)の ・臨(ξ戻し巳…z,)がBIBO 安定であ あれ ぽi条件(]),条件(の が成立 し,ffL1(靹」ζη一2…z,)
(153)
明治大学工学部研究報告No.48(1985)
は 詠IBO安定 デある と仮定 しよ.う。 す ると一44〈1,
み 一1(z,ζ2…ζ・.…)#a,kll司 ζ21=…
1≦e≦nな らば1f得(ζπζ7尋_1鱒●ζ:)もB豆BO安 定 と な る =k・41=1(55)
こ と を 示 そ う 。 ま ず,n次 のDiscreteSρhwarz行列 は





コ聖 典.i}三 無 ・一_.a・.一 一〇:コ ニ......a一.
一一∠硬 痂i-」麗jH1一 」油00 とな り条件(11)が成立す る。 以上 に よ っ てIJd<且,
.' 雪o
l.'・.1' t≦i≦πの も とでは,k=n-1の とき条件(i),条件(ii)
.{,ド








.i一ム ∠η一1'』一』1」麗 … 一 ・.一」1」21一 」i
l.・
一山;一 」 が1一 ∠」π一2… … … 一」～ 一』
=}
陰 豊一{1制
な らぽH,.(ζπ,ζη_1'・一z)はBIBO安 定で あ る。 す る
と ξfの添字を並べ 直 した 」臨(z,z2…zのもBIBOも
安定 とな る。 これで定理9の 証明が終了 した。











元 の意味で安定 な行 列であ る。 定理9は'1∠d<i,1≦c
.「
≦πであれば ム は多次元の意味でも安定であ るととを
7乙" 一
み(z,ζ2●'噂ζπ)=(∬ 切det(ム ー ム)
`富1
一伽 面[謂鯉 濃 司 ・
P π ● '"・
示している。これは従来気が付かれなかった新しい事実
であ る。 ま たHr.(ζ1z2…ζの..がBIBO安定な・n次元
離散全域通過関数ならぽ賓変数z+の 添iを を自由に
変}る ことにより様々な次元のBIBO安 簿な 離散全域
=(πzのdet(∠ π」 一An_1){イπ一1十∠πd,」
ε腎且'・. 通 過関数が得 られ る。 例xばH,(z,…ZIz2…z,)とすれ
層一'+4
π6・.1(do一一An.1)一1砺}・




' 6.あ.と が き





はDiscreteSchwarz.行ダ廼の 要 素 ∠`がi41!<f,1≦
諺≦rで あれ ぽBIBC安 定 であ ることを示 した。 しか し
層




た:だし ム は πx躍単位行列。式(53)においてlJ4<1, 散全域通過関数を得るためには ム の値はどのように決
1≦i≦r.であれぽAnの 固有値は絶対値がすべて1よ り められばよいのかと言 う問題にっかては今後検討してゆ
小であるからk=nに 対して条件(i)が成立す る。 次に きたい。
式(5Dに着 目す る と,ま ず 茄 一1(ζ肩 ζ・.2…z)はn-1
次元離散全域通過関数であるから 参 考 文 献
1π・一・(之π二_1ζη_29・●z,)1→,1ζ ・H之 、「
1)古 賀利郎"伝送回路",大 学講義 シ リーズ,コ ロナ
=∴1ζ 。=1(54)' 社(昭53)
2)MariaG,A.andFallmy,M,M・;"lpApprg.
で あ る 。'一方 乱1(zζ2… ζ・.1)は 庄司1-1の と き の 仮 xim・t;・n・fg・・upd・1・y…p・n・e・f・n・ 一and
定から 14dく且,1≦i≦πであれば .'two.dimensionalfilters",IEEETrans..Circuits
(154)
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